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A B ST R AC T  
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The central limit theorem has been discussed mathematically through various 
versions of the proof. The discussion of the central limit theorem in case 
application has also been carried out with many different cases. However, 
students need to be given an overview of the truth of the central limit theorem 
through a general application. This study aims to provide an overview of learning 
the central limit theorem through simulation. In learning the central limit 
theorem through simulation with R software, students can vary parameters such 
as variations in population distribution, sample size used, and the number of 
replications in the simulation. The accuracy of the central limit theorem through 
simulation is determined by looking at the trend of the sampling distribution in 
the form of a histogram. For samples from populations that have a distribution 
that is closer to symmetrical, then for a sample size that is not too large, the 
distribution of the sample mean is closer to the normal distribution. However, 
for samples from a non-symmetrical distribution population, a larger sample size 
is required to approach the normal distribution. Learning through this simulation 
can support students' understanding of the theoretical central limit theorem 
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1. Pendahuluan 

Ilmu statistik merupakan salah satu ilmu yang memiliki peranan penting dalam perkembangan 
berbagai ilmu pengetahuan. Ilmu statistik sangat dibutuhkan dalam penyelesaian masalah kehidupan 
sehari-hari. Ilmu statistik sangat mendukung berbagai penelitian di segala bidang dalam hal analisis 
data hasil penelitian. Banyak penelitian-penelitian yang menghasilkan data dan harus dianalisis 
untuk mendukung kesimpulan yang akan ditarik. Teorema limit pusat merupakan salah satu bagian 
dari ilmu statistik yang sangat popular yang membantu dalam melakukan analisis data statistik. 
Teorema limit pusat telah ada lebih dari 280 tahun dan telah banyak peneliti dalam bidang 
matematika yang telah memiliki pembuktian pada kasus yang berbeda dengan versi yang berbeda 
pula, (Mwiti, Wanyonyi, and Marangu 2019). Ketika sampel random yang diambil dari suatu 
populasi tidak diketahui distribusinya, maka teorema limit pusat dapat memberikan pendekatan 
distribusi sampelnya. Hal ini menunjukkan bahwa teorema limit pusat sangat berperan dalam 
mengidentifikasi distribusi sampel random ketika distribusi secara eksak sulit untuk ditentukan. 
Untuk itu, pembelajaran tentang teorema limit pusat sangat penting untuk mahasiswa pada program 
studi eksak seperti matematika, pendidikan matematika, serta program studi statistika. 

Pada kenyataannya pembelajaran tentang teorema limit pusat terkadang memiliki kendala 
misalnya pembuktian yang sangat matematis. Pembuktian teorema limit pusat secara matematis 
membutuhkan banyak konsep matematika seperti fungsi pembangkit momen, formula Taylor, serta 
konsep-konsep dalam kalkulus diferensial dan integral, (Kwak and Kim 2017). Hal ini yang 
menjadikan pembelajaran teorema limit pusat dirasa sulit. Untuk membantu mempermudah 
pemahaman dalam pembelajaran teorema limit pusat, perlu terobosan yang dapat memberi wawasan 
dan gambaran yang lebih luas yang bukan hanya sekedar teori. Simulasi merupakan salah satu solusi 
alternatif yang dapat memberikan gambaran lebih luas dari teorema limit pusat. Melalui simulasi, 
mahasiswa dapat memperoleh gambaran yang lebih nyata penerapan teorema limit pusat sekaligus 
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memperkuat pembuktian secara matematis. Parameter dalam simulasi dapat diubah-ubah untuk 
memberikan variasi studi kasus yang lebih komplek. Hasil simulasi dapat dianalisis untuk membuat 
kesimpulan yang berkaitan dengan teorema limit pusat. 

Software R merupakan Open Source Software (OSS) yang dikembangkan dari bahasa 
pemrograman S, (Sarvina 2017; Sihombing, Rachmatin, and Dahlan 2019). Pada awalnya software 
R memiliki packages bawaan yang menekankan pada penyelesaian metode statistik, namun seiring 
perkembangan banyak packages tambahan yang dirancang oleh para peneliti untuk meningkatkan 
kapabilitas dari R, (Hartanto 2016). Banyaknya packages-packages tambahan software R 
meningkatkan kemampuan software R termasuk dalam hal simulasi. Software R dapat digunakan 
untuk simulasi pembelajaran distribusi peluang variabel random, (Wulandari, Exacta, and Sungkono 
2021). Software R juga dapat digunakan untuk simulasi pembelajaran materi teori probabilitas, 
(Sungkono and Nugrahaningsih 2020). 

 
2. Metode 

Pada penulisan artikel ini, metode penelitian yang digunakan adalah dalam bentuk studi literasi 
dan simulasi. Pembelajaran tentang teorema limit pusat secara matematis telah banyak dibahas pada 
berbagai kesempatan dalam bentuk buku pendamping perkuliahan maupun artikel ilmiah. 
Pembuktian teorema limit pusat secara matematis cukup rumit, sementara pembuktian secara 
empirik berdasarkan data di lapangan juga memiliki keterbatasan. Studi simulasi menjadi salah satu 
alternatif untuk memberikan dukungan pemahaman dalam pembelajaran teorema limit pusat secara 
matematis. Fokus pembelajaran pada penelitian ini adalah bagaimana mahasiswa sebagai subjek 
penelitian dapat melakukan simulasi teorema limit pusat dengan kondisi parameter yang bervariasi. 
Melalui simulasi, mahasiswa akan memiliki gambaran yang lebih kongkrit dari teorema limit pusat 
yang dipelajari. Beberapa fase yang harus dilalui dalam penelitian ini antara lain fase investigasi, 
desain program, dan fase simulasi. 

Fase investigasi diawali dengan menggali hal-hal yang berkaitan dengan pembelajaran teorema 
limit pusat serta teori statistik yang mendukung. Pada fase investigasi ini juga mencoba melakukan 
identifikasi packages-packages yang akan dibutuhkan dalam merancang algoritma simulasi yang 
dikehendaki. Untuk merancang program simulasi teorema limit pusat dengan software R 
memerlukan sintak-sintak yang terdapat pada packages TeachingDemos, (Kerns 2011). Untuk 
keperluan simulasi teorema limit pusat melalui pembangkitan suatu matrik variabel random dari 
distribusi normal maupun tidak normal juga dapat dilakukan menggunakan command sdist, (Taylor 
2018). Pada fase desain, peneliti merancang algoritma yang akan dikembangkan dalam simulasi 
teorema limit pusat. Fase ini juga mulai identifikasi sintak-sintak dari R yang akan digunakan untuk 
membangun fungsi simulasi. Melalui sintak dasar dapat dikembangkan untuk membuat fungsi baru 
sesuai kebutuhan dengan menggnakan perintah function(), (Venables and Smith 2021). Algoritma 
yang telah disusun diubah dalam bahasa pemrograman software R sehingga diperoleh fungsi 
simulasi di R. Pada fase simulasi, pembelajaran diawali dengan mahasiswa menentukan parameter 
simulasi yang dibutuhkan. Pada simulasi teorema limit pusat ini paramater yang perlu dipersiapkan 
antara lain ukuran sampel yang diambil, distribusi populasi yang akan digunakan serta banyaknya 
ulangan/replikasi yang dilakukan. Simulasi dilakukan pada kondisi parameter yang telah ditentukan. 
Untuk memberi gambaran yang lebih luas tentang pembelajaran teorema limit pusat, mahasiswa 
melakukan simulasi pada nilai paramater yang bervariasi. Hal ini dimaksudkan untuk memberi 
pemahaman yang lebih baik kepada mahasiswa dalam pembelajaran teorema limit pusat. 
Berdasarkan hasil simulasi dengan parameter yang bervariasi dapat dilakukan penarikan kesimpulan 
yang mendukung pembelajaran teorema limit pusat secara matematis. 

3. Hasil dan Pembahasan 

Tulisan ini membahas pembelajaran materi teorema limit pusat yang berlaku pada distribusi 
sembarang. Pembelajaran teorema limit pusat melalui simulasi memberikan gambaran tentang 
keakuratan teorema limit pusat itu sendiri. Pada penelitian ini simulasi dilakukan pada distribusi 
normal, gamma, uniform, dan beta. Simulasi dilakukan menggunakan bantuan software R. 

Pada pembelajaran, Budiharto and Rachmawati (2013) menyatakan bahwa mahasiswa perlu 
mempelajari sintak-sintak dasar pada software R lebih awal untuk keperluan simulasi sebelum 
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mengaplikasikan pada teori statistik yang lebih mendalam. Mahasiswa yang akan mempelajari 
materi teorema limit pusat secara simulasi harus telah mengenal software R yang digunakan. Artinya 
pada tahapan dasar, mahasiswa sudah mengenal sintak-sintak software R. Hal ini akan 
mempermudah mahasiswa dalam mengembangkan algritma simulasi yang dilakukan. 

3.1 Teorema Limit Pusat 

Teorema limit pusat merupakan teorema yang sangat penting dalam statistik yang menerangkan 
bahwa sampel yang berasal dari distribusi normal maupun tidak normal, maka distribusi sampling 
dari rata-rata sampel akan mendekati distribusi normal seiring kenaikan ukuran sampel, (Hays 
1994). Menurut Islam (2018), melalui simulasi, bentuk histogram dari distribusi rata-rata sampel 
akan menjadi lebih normal atau mendekati normal seiring dengan adanya kenaikan ukuran sampel. 

Sebelum menyajikan teorema limit pusat, akan disampaikan terlebih dahulu tentang distribusi 
dari rata-rata sampel. Misalkan terdapat n sampel random X1, X2, …, Xn diambil dari distribusi 

populasi dengan rataan  dan variansi 2, maka rata-rata sampel berukuran n tersebut dituliskan 
dengan rumus (1). 

n

XXX
X n


21                                   (1) 

 Rata-rata sampel tersebut akan memiliki distribusi tertentu dengan rata-rata 
X

  yang didefinisikan 

pada rumus (2) 

  XE
X
  =  (2) 

Sedangkan variansi dari rata-rata sampel dituliskan dengan notasi 2

X
  yang didefinisikan dengan 

rumus (3) 

 XVar
X
2

n

2
  (3) 

Dari uraian tersebut dapat dikatakan bahwa pada sampel random berukuran n, yaitu X1, X2, …, Xn 

yanhg diambil dari distribusi populasi dengan rataan  dan variansi 2, maka X  akan memiliki 

distribusi dengan mean  dan variansi 
n

2
, (Bain, L.J., and Engelhardt 1992). Jika ukuran sampel 

yang diambil dari populasi semakin meningkat, maka akan menurunkan variansi dari rata-rata 
sampel, (Kwak and Kim 2017). Untuk ukuran sampel , pendekatan distribusi dari rata-rata 

sampel X  dapat dijelaskan dengan menggunakan teorema limit pusat. Teorema limit pusat 
dituliskan sebagai berikut. 

Teorema Limit Pusat : Diberikan  sampel random berukuran n dari suatu distribusi  

populasi dengan rata-rata  dan standar deviasi berhingga, . Maka distribusi sampling dari  

 (4) 

mendekati distribusi normal standar N(0,1), untuk . 

Dengan menggunakan teorema limit pusat, untuk , maka X  akan mendekati distribusi 

normal dengan mean  dan variansi 
n

2
. Teorema limit pusat meyakinkan kita bahwa rata-rata 

sampel secara asimtotik mendekati distribusi normal ketika ukuran sampel naik menuju tak 

terhingga dan varians populasi berhingga, (Dekking et al. 2006; Kwak and Kim 2017). 
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3.2 Simulasi 

Pada tulisan ini, proses simulasi menjadi poin penting dimana pada penelitian-penelitian 
sebelumnya pembelajaran teorema limit pusat secara teori telah banyak dibahas, namun gambaran 
secara aplikasi masih dirasa perlu variasi dan pengembangan. Untuk melihat keakuratan teorema 
limit pusat serta mempermudah pembelajarannya, maka dilakukan simulasi menggunakan software 
R. Untuk keperluan simulasi perlu ditentukan kondisi awal dan batasan-batasannya. Pada teorema 
limit pusat mensyaratkan sampel berasal dari populasi sembarang dengan rata-rata tertentu dan 
variansi berhingga. Pada artikel ini simulasi dilakukan pada kondisi data sampel berasal dari empat 
distribusi yang berbeda. Distribusi yang digunakan dalam simulasi ini antara lain distribusi normal, 
gamma, uniform, dan beta. Adapun parameter distribusi yang ditentukan oleh penulis diberikan pada 
Tabel 1 berikut. 

Table 1.  Parameter distribusi populasi 

Distribusi Parameter 
Normal mean = 0, sd = 1 

Gamma shape = 2 , rate = 0,333 

Uniform min = 0, max = 1 
Beta shape 1 = 0,35, shape 2 = 0,25 

 

Teorema limit pusat mensyaratkan ukuran sampel yang besar, artinya teorema berlaku jika 
ukuran sampel yang diambil dari populasi dengan sembarang distribusi tersebut cukup besar. 
Menurut Arsham (2020), untuk teorema limit pusat, ukuran sampel dikatakan besar jika lebih besar 
atau sama dengan 30. Untuk mempermudah pemahaman teorema limit pusat melalui simulasi, pada 
artikel ini simulasi dilakukan pada ukuran sampel bervariasi. Ukuran sampel yang digunakan pada 
simulasi ini adalah 1, 2, 3, 4, 10, dan 15. Untuk keperluan simulasi, pengambilan sampel dilakukan 
sebanyak 1000 kali ulangan (1000 replikasi). 

Pembelajaran teorema limit pusat melalui simulasi ini dilakukan dengan bantuan software R. 
Simulasi dilakukan dengan mengembangkan fungsi-fungsi dasar yang sudah ada pada R sehingga 
diperoleh fungsi baru yang sesuai untuk keperluan simulasi yang dikehendaki. Pendekatan distribusi 
dari rata-rata sampel disimpulkan berdasarkan bentuk histogram rata-rata sampel. Fungsi dasar yang 
digunakan dalam membuat fungsi simulasi teorema limit pusat untuk dsistribusi gamma diberikan 
sebagai berikut. 

gamma.param$n <- n * reps 

exp.mat <- matrix(do.call("rgamma", gamma.param), ncol = n) 

exp.mean <- rowMeans(exp.mat) 

x <- seq(min(exp.mean), max(exp.mean), length = 50) 

expmax <- max(dnorm(x, mean(exp.mean), sd(exp.mean))) 

tmp.hist <- hist(exp.mean, plot = FALSE, nclass = nclass) 

expmax <- max(tmp.hist$density, expmax) * 1.05 

hist(exp.mean, main = "Sample size=2", xlab = "Mean Sample", col 

= 0,  

        freq = FALSE, ylim = c(0, expmax), nclass = nclass) 

lines(x, dnorm(x, mean(exp.mean), sd(exp.mean))) 

Bagian fungsi di atas ini digunakan untuk keperluan simulasi  teorema limit pusat dimana data 
sampel berasal dari populasi berdistribusi gamma. Sintak ini dapat dikembangkan untuk sampel 
yang berasal dari populasi dengan distribusi yang lain misalnya dari distribusi normal, uniform, dan 
distribusi beta.  

Untuk memperjelas pembelajaran teorema limit pusat, akan dilakukan simulasi untuk setiap 
distribusi dengan ukuran sampel yang bervariasi dari ukuran sampel kecil menuju yang lebih besar. 
Proses simulasi sampai mendekati distribusi normal dapat dilihat dari perbandingan histogram rata-
rata sampel pada perubahan ukuran sampel. Simulasi teorema limit pusat untuk sampel yang berasal 
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dari populasi berdistribusi normal dilakukan dengan sampel yang berasal dari populasi berdistribusi 
normal standar. Simulasi teorema limit pusat dengan sampel yang berasal dari distribusi normal 
dengan replikasi 1000 dan ukuran sampel bervariasi diberikan pada Gambar 1 berikut. 

 

Gambar 1. Simulasi Teorema Limit Pusat untuk Sampel dari Populasi Berdistribusi Normal 

Berdasarkan gambar 1, simulasi teorema limit pusat untuk data sampel yang berasal dari 
distribusi normal, maka histogram rata-rata sampel terlihat memiliki kecenderungan mendekati 
distribusi normal mulai ukuran sampel n=1. Untuk ukuran sampel yang lebih besar, distribusi dari 
rata-rata sampel semakin mendekati normal. Secara teori, khusus untuk sampel yang berasal dari 
populasi berdistribusi normal maka dapat dibuktikan secara eksak bahwa rata-rata sampel juga akan 
berdistribusi normal. Hal ini berlaku untuk ukuran sampel berapapun dari distribusi normal.  Namun 
hal ini tidak berlaku untuk distribusi yang lain. 

Simulasi teorema limit pusat untuk sampel yang berasal dari populasi berdistribusi gamma 
dilakukan dengan sampel yang berasal dari populasi berdistribusi gamma dengan parameter bentuk 
shape=2 dan rate=0,333. Simulasi teorema limit pusat dengan sampel yang berasal dari distribusi 
gamma dengan replikasi 1000 dan ukuran sampel bervariasi diberikan pada Gambar 2 berikut. 

 

Gambar 2. Simulasi Teorema Limit Pusat untuk Sampel dari Populasi Berdistribusi Gamma 
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Hasil simulasi teorema limit pusat dengan sampel berdistribusi gamma pada Gambar 2 
menunjukkan bahwa untuk ukuran sampel sampai n=4, histogram rata-rata sampel belum terlihat 
mendekati distribusi normal. Namun untuk ukuran sampel n=10 dan n=15 sudah memiliki histogran 
dengan bentuk yang lebih mendekati bentuk distribusi normal. Seiring dengan ukuran sampel yang 
dinaikkan, histogram rata-rata sampel mengalami perubahan memiliki kecenderungan mendekati 
distribusi normal. Hal ini sesuai dengan teori tentang teorema limit pusat. 

Simulasi teorema limit pusat untuk sampel yang berasal dari populasi berdistribusi uniform 
dilakukan dengan sampel yang berasal dari populasi berdistribusi uniform dengan parameter min=0 
dan max=1. Simulasi teorema limit pusat dengan sampel yang berasal dari distribusi uniform dengan 
replikasi 1000 dan ukuran sampel bervariasi diberikan pada Gambar 3 berikut. 

 

Gambar 3. Simulasi Teorema Limit Pusat untuk Sampel dari Populasi Berdistribusi Uniform 

Berdasarkan Gambar 3 terlihat bahwa untuk n=4, histogram dari rata-rata sampel sudah 
mendekati distribusi normal. Pada ukuran sampel n=10 dan n=15, histogram dari rata-rata sampel 
memiliki bentuk distribusi yang lebih mendekati distribusi normal. Untuk ukuran sampel yang lebih 
besar, distribusi rata-rata sampel akan lebih mendekati distribusi normal (mencapai konvergen). 
Bentuk distribusi uniform memiliki kecenderungan mendekati simetris, sehingga simulasi teorema 
limit pusat pada distribusi uniform tidak memerlukan ukuran sampel yang lebih besar untuk 
mencapai distribusi normal. Artinya untuk ukuran sampel yang tidak terlalu besar, distribusi dari 
rata-rata sampel sudah konvergen menuju distribusi normal. 

Simulasi teorema limit pusat untuk sampel yang berasal dari populasi berdistribusi beta 
dilakukan dengan sampel yang berasal dari populasi berdistribusi beta dengan parameter 
shape1=0,35 dan shape2=0,25. Simulasi teorema limit pusat dengan sampel yang berasal dari 
distribusi beta dengan replikasi 1000 dan ukuran sampel bervariasi diberikan pada Gambar 4. 

Pada Gambar 4, hasil simulasi teorema limit pusat untuk sampel yang berasal dari populasi 
berdistribusi Beta terlihat bahwa pada ukuran sampel n=4 sudah mulai menunjukkan kecenderungan 
berdistribusi normal. Semakin besar ukuran sampel, distribusi rata-rata sampel semakin mendekati 
distribusi normal. 

Berdasarkan hasil simulasi pada sampel yang berasal dari populasi berdistribusi normal dan 
uniform, rata-rata sampel lebih cepat mendekati distribusi normal dari pada sampel dari distribusi 
gamma dan beta. Hal ini dikarenakan untuk sampel yang berasal dari populasi berdistribusi normal, 
maka secara eksak rata-rata sampel akan berdistribusi normal. Untuk distribusi uniform, bentuk 
distribusi sampel dari distribusi uniform lebih mendekati distribusi simetri, sehingga rata-rata 
sample lebih cepat mendekati distribusi normal untuk ukuran sampel yang relatif kecil. Sedangkan 
berdasarkan hasil simulasi pada sampel yang berasal dari populasi berdistribusi gamma dan beta, 
rata-rata sampel lebih lambat mendekati distribusi normal. Untuk distribusi gamma, bentuk 
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distribusi sampel dari distribusi gamma tidak simetri, sehingga rata-rata sample lebih lambat 
mendekati distribusi normal untuk ukuran sampel yang relatif kecil. Perubahan distribusi rata-rata 
sampel mendekati distribusi normal mulai terlihat seiring peningkatan ukuran sampel yang 
digunakan. 

 

Gambar 4. Simulasi Teorema Limit Pusat untuk Sampel dari Populasi Berdistribusi Beta 

Simulasi yang dilakukan pada empat distribusi yang dipilih yaitu distribusi normal, gamma, 
uniform, dan beta sesuai dengan teorema limit pusat. Pada simulasi, peningkatan ukuran sampel 
pada semua distribusi memberikan bentuk distribusi sampling dari rata-rata sampel semakin 
mendekati distribusi normal. Hal ini akan semakin meyakinkan bahwa sampel yang berasal dari 
populasi berdistribusi normal maupun tak normal dengan variansi berhingga, maka rata-rata sampel 
akan mendekati distribusi normal.  

Pembelajaran materi teorema limit pusat menggunakan simulasi ini diharapkan akan 
meningkatkan antusias pembelajaran yang tinggi karena pembuktian teorema limit pusat selain 
secara eksak (matematis), mahasiswa langsung dapat mempraktekkan kebenaran teori secara 
simulasi. Mahasiswa diberi kesempatan untuk bereksplorasi melakukan simulasi dengan parameter 
yang bervariasi menggunakan software R. Simulasi ini dapat memberikan gambaran yang lebih 
nyata tentang teorema limit pusat. Hal ini sejalan dengan pernyataan Rahayu and Rohimah (2015) 
yang menyatakan bahwa pembelajaran dengan model simulasi sangat cocok untuk membekali 
mahasiswa pengalaman dalam proses pembelajaran dimana mahasiswa dapat mempraktekkan 
sendiri bagaimana proses pembelajaran berlangsung. 

4. Simpulan 

Simulasi teorema limit pusat menggunakan software R dapat dilakukan dengan melakukan 
variasi parameter simulasi seperti jenis distribusi populasi, ukuran sampel, banyaknya 
ulangan/replikasi yang dilakukan. Sampel yang berasal dari populasi dengan bentuk distribusi 
memiliki kecenderungan mendekati bentuk simetris akan memerlukan ukuran sampel yang lebih 
kecil untuk memenuhi teorema limit pusat. Artinya pada ukuran sampel yang tidak terlalu besar, 
rata-rata sampel sudah mendekati distribusi normal. Sedangkan untuk sampel yang berasal dari 
populasi dengan bentuk distribusi yang lebih jauh dari distribusi simetris akan memerlukan ukuran 
sampel yang lebih besar. 

Pada pembelajaran teorema limit pusat dengan simulasi menggunakan software R mendorong 
mahasiswa lebih antusias sehingga kelas menjadi lebih aktif. Kreatifitas mahasiswa menjadi lebih 
berkembang karena makasiswa harus bereksplorasi melakukan simulasi dengan parameter yang 
bervariasi. Adanya pembuktian teorema limit pusat secara eksak dan dilengkapi dengan simulasi 
pada sample dari berbagai bentuk distribusi membuat mahasiswa lebih paham dan mempunyai 
gambaran yang lebih jelas terkait teorema limit pusat.  
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